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АСИМТОТИКА ФУНКЦИИ ГРИНА
УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ ДЛЯ ПЛОСКОГО СЛОЯ, 
СОДЕРЖАЩЕГО ТОЧЕЧНЫЙ МОНОНАПРАВЛЕННЫЙ 
ИСТОЧНИК
(Представлено академиком АН БССР Ф. И. Федоровым)
6; !. Вследствие относительной простоты структуры асимптотических
решений уравнения переноса излучения они играют важную роль при 
изучении закономерностей многократного расссеяния света и весьма 
часто используются в приложениях теории переноса в астрофизике, гид­
рооптике, оптике рассеивающих сред. К настоящему времени наиболее 
существенные результаты получены при изучении асимптотических 
свойств решений уравнения переноса излучения для случая сред и ис- 
Лточников, имеющих плоскопараллельную или сферическую симметрию 
; (см., например, работы [1—7] и ссылки в них). Отысканию асимптотик 
функций Грина для однородных бесконечной среды, плоского слоя, 
) шара и цилиндра, содержащих точечные или линейные мононаправлен- 
( ные источники, посвящено только несколько статей [8—12].
( Ниже будет найдена асимптотика функции Грина уравнения пере- 
5 носа излучения для однородного слоя V большой оптической толщины 
то, содержащего точечный мононаправленный источник, минимальное
I оптическое расстояние от которого до второй границы 52 слоя V равно 
Г (т*=сопэ1). При этом будем считать, что точка «наблюдения» рас­
положена на оптическом расстоянии т2 (это тоже наименьшее оптиче­
ское расстояние; Т2=соп81) от первой границы 51 слоя V. В отличие от 
. работы [Н] здесь не будут накладываться ограничения на взаимное 
| положение нормалей к границам слоя, проходящих через точку «наблю­
дения» и источник. Результат, полученный в работе, позволяет, в част­
ности, выписать асимптотику интенсивности излучения (при т0—>-°о) 
Iна конечной оптической глубине, отсчитываемой от одной границы слоя, 
I когда его вторая граница облучается произвольным пучком внешнего 
излучения, что представляет существенный интерес для приложений. 
При получении искомой асимптотики будут использованы соотношения 
инвариантности, найденные в работах [13, 14] для случая сред слож­
ной формы, и схема вывода асимптотик, использованная в [11]. Отме­
тим, что эта схема в своей основе близка к методу, который применялся 
в классических работах [2, 3] при получении асимптотик полей излу­
чения для полубесконечной среды и оптически толстого слоя, облучае­
мых бесконечно широкими мононаправленными пучками излучения.
2. Пусть однородный слой V содержит точечный мононаправленный 
«источник» б(т—т*)б(й—й*), где концы оптических радиус-векторов 
т и т* задают соответственно точку «наблюдения» и положение источ­
ника, а Й и Й*— единичные векторы, определяющие направления рас­
пространения и испускания излучения. Введем следующие обозначения:
1.Р —точка «наблюдения» (одновременно она задает конец вектора т); 
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Т — точка, определяющая положение источника (Т — конец вектора т 
К — проекция точки Р на границу Si; No — проекция точки Т на г| 
ницу S2; Пі и n2 — единичные внешние нормали соответственно к г] 
ницам Si и S2; ß = arccos, ((п2 • а)), где _а= |KN0|_1KN0; ßi 
= arccos ((n2 • b)), b= ] KNi |_1KNi, где N1QS2; ß2 — arccos ((n2 • c 
где c=|KT|—’KT; ß3 = arccos ((пі • f)), где f= | N0P|_INOP: ß4 
= arccos ((n2 -m)), где m=|PT|~‘PT. В дальнейшем нам понадоияі 
две безразмерные прямоугольные декартовы системы координ 
K.XYZ и NoXiVyZi (описанные выше и ниже геометрические объев 
задаются в этих безразмерных системах; переход от исходных геомі 
рических объектов к их образам в этих системах осуществляется с і 
мощью отображения вида г-^-аг, где а — показатель ослабления, 
г — радиус-вектор). Они расположены следующим образом: оси Z и 
ортогональны границам слоя и имеют направления, совпадающие сое 
ветственно с направлениями векторов п2 и щ; плоскости KXY и N0X 
совпадают соответственно с Si и S2; оси X и Xi параллельны друг др\ 
и имеют одинаковые направления; оси У и У, параллельны и име> 
противоположные направления; плоскости KYZ и Л^оУі^! совпала« 
друг с другом; точка No имеет координаты (0, Totgß, то) в систе: 
K.XYZ, а точка К имеет такие же координаты в системе N0XiYiZi.
При выводе искомой асимптотики будем исходить из такого соо 
ношения инвариантности [11, 13]:
б(т, й, т*, й*, V) =G(0,oo)(t, й, т*, й*) —
— fj“ dSÓ [ 0(0,00) (т, й, т', Й')(п2-Й')0(т', Й', т*, Й*, V)dQ', 
s2 “+
Р, TEV.
Здесь (?(...) —функция Грина безразмерного уравнения переноса изд 
чения для слоя V при наличии в нем «источника» б(т—т*)6(й—й 
5(о,«>)(...)—функция Грина для случая полубесконечной среды Г(о,, 
граница которой и ее внешняя нормаль совпадают соответственно с 5 
ni и которая имеет оптические характеристики, идентичные реализу; 
щимся в V; й+— полусфера, задаваемая условием (п2 • Й') >0. Зам 
тим, что между 5(о,,оо) (...) и функцией Грина Goo(t, й, т*, й*) для беев 
нечной однородной среды Гоо (характеристики элементарного объех 
одинаковы в Г(о,«>) и существует связь [11, 13], аналогичная (1 
на основе которой в [12] были найдены асимптотические выражен! 
для поверхностной функции Грина на большой оптической глубине 
У(о,оо). Используя результаты и метод, изложенный в [12], можно пол 
чить следующую асимптотику:
7 = о(|ТК|1 exp (—£|TK|)), |ТК|—оо, То->оо.
В (2) величины имеют такой смысл: k — наименьший неотрицательна 
корень характеристического уравнения; ¿(...) —глубинное тело яркое;
1
[3, 9] (считаем, что эта функция нормирована условием j i(p.)dp=
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1=2/Л [3]); Л — альбедо однократного рассеяния; Л1=2 У щ2(р)с1ц;
-1
61, ф1 и 9", ср" —углы, соответствующие единичным векторам _(—42) и 
42" в сферической системе координат, согласованной с /\ХУ’У (И1 = 
=СО8 01; р//=со8 0"). Функция /(...) в (2) является предельным зна­
чением величины /(т, р.77, ср", Ц1, ф1, 02, т2), которая удовлетворяет крае­
вой задаче
/(О, | ц771, ср", pi, epi, р2, т2)=0, т>0, (3)
гдех(у) — индикатриса рассеяния; 42— единичная сфера. Асимптотика 
для О(о,оо)(т, 41, х', Я7), когда х' задает точки на 32, дается формулой 
(2), в которой сделаны следующие замены: т* на х', 42* на 427, 02 на 01, 
Г на А1. Это выражение, соотношения (1), (2) и асимптотика для 
<о»(т, 42, т*, 42*) при |т—т*|—>оо [9—11] являются исходными для по­
лучения искомой асимптотической формулы.
3. Теперь воспользуемся вспомогательным приемом, введенным в 
работах [И, 12] и играющим важную роль при выводе искомого резуль­
тата. Выделим на плоскости круг 6* с радиусом п и центром в точ­
ке No. Будем считать, что Т1-»-оо при то-*°°, но при этом т21/т0 = о(1) 
при то-*°°. Учитывая сделанные выше определения, предполагая не­
прерывность функции ¿(ц) на отрезке [—1,1], с помощью ряда эле­
ментарных преобразований асимптотического выражения для 6(о,<ю)(т, 
42, т7, 427) (способ его получения из (2) описан выше) приходим к такой 
асимптотике:
С(0,со) (т, 42, х', 427)=6оо(т, 9, х', 42 7) +
&cos0exp (—£to/cos0i)
2л2Мх0
ехр
(4)
ХФ(щ, фь т2, 0)+<7i, kx0
|KN0|-»-oo, т0->оо, AiGS*, (0<Л<1),
где
2л О
Ф(|11, ф1, т2, 0) = J dcp" j pi"i( У 1— (pi77)2 sin ср" sin 0 + |17/ cos 0) X
О -1
(5) 
Х/(0, ц", ср", рп, ф1, 0, X2)dpi".
При отыскании (4) были к тому же учтены следующие достаточно 
просто выводимые выражения:
KN,
KN, | (6)
COS 01— (14-0)2) COS0,
ф(щ, Ф1, Т2, 01) =Ф(Р1, ф1, Т2, 0)Н-СОз,
где (О,— функции, СТреМЯЩИвСЯ ДЛЯ УА165* К нулю При То-*00, I К1Ч0|—>- 
->оо. Используя формулу Тейлора и геометрические соображения, мож­
но также получить такое асимптотическое выражение:
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exp [£((to/cos0) — |KNi|)]=exp (£z/'sin₽) (l+®4),
®4 = o(l) при |KN'o|-*oo, то->ое и VNjES*,
где у' — вторая координата точки М в системе N0XiYiZi (NoNi = 
= (%', у', 0) в данной системе). Разбивая теперь интеграл по S_2 в (1 
на сумму интегралов по S* и S2\S*, подставляя в интеграл по S* cooi 
ношения (4), (7), учитывая (2) и то, что при то->оо значения функції 
£2', т*, £2*, V) на границе S2 слоя V будут стремиться к соотвеї 
ствующим значениям функции Грина для случая полубесконечной сріу? 
ды, с помощью ряда преобразований и оценок придем к следующе 
искомой асимптотике:
б(т, £2, г*, £2*, V) =^(2л2Л1то)_1 cos Рехр (—/гто/cos р) X 
ХСЦщ, ф1, т2, P)i7(p*, ф*, т*, Р)¿-«/г+пь
д2 = о(т“1 cos р ехр (—йто/cosp)), p = const,
(S 
То->оо, (0<А<1),
где _ ______ _ с>
U (р, ср, т, Р) = ехр (/гт cos Р) i (Iх 1 — (р)2 sin р sin ср + р cos р)-j- ч,
+ Ф(р, ф, г, Р), „
а величины 6*, ф* — угловые координаты вектора £2* в сферической 
системе, согласованной с системой NoXiYiZi (p* = cos0*). Функция Д' 
в (8) задает прямое и первые три кратности рассеянного излучений 
При получении (8) были также приняты во внимание асимптотика дл>с 
<7со(...) [9—И], соотношения рг = р+о(1) при т0->оо (¿=2, 3, 4; р=с 
=const) и неравенство (| KNo | — | KNi | | N0Ni | sin р ()ViGS2). Пр: к
Р~>"0, т*—4), т2->0 соотношение (8) переходит в асимптотику, получен н 
ную ранее в [Н], причем при этих условиях функция Л1-1П(...) стре 
мится к коэффициенту пропускания для полубесконечной среды [3| п 
Если проинтегрировать (8) по р* и ф* соответственно на отрезка: 
[—1, 1] и [0, 2л], а затем умножить на a2L (L— величина, имеюща 
размерность мощности), то получим асимптотику интенсивности излу 
чения в оптически толстом слое, который содержит точечный изотрон с 
ный источник мощности 4лЕ.
Summary
On the basis of the general invariant relations the asymptotic expression is found fa 3 
Green’s function of the radiative transfer equation for a homogeneous optically thick lave 
which contains a monodirectional point source. In deriving this asymptotic formulae it i 
assumed that the source and a receiver are at fixed optical distances from the first an: 
the second boundaries of a layer, respectively. Another limitations for mutual position о 
the source and the receiver are not suggested. Being a part of the asymptotic expressioi 
the quantities are expressed with solutions of the radiative transfer equation for the pli 
ne-parallel semi-infinite anisotropic absorbing mediums. c
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